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摘 要：极端质量比旋近（EMRI）是指由恒星级质量天体与大质量黑洞组成的双星系统。它们在科学上具有

着极高的价值，可以用来检验广义相对论以及探索黑洞的本质。本文描述EMRIs的形成图景、科学意义以及研

究现状，通过计算天琴对EMRIs的探测视界距离、探测率和参数估计精度，获得了天琴对EMRIs的探测能力。

我们发现：天琴可探测到红移 z ∼ 2处的EMRI引力波源，在乐观天文学模型下，天琴每年可探测到几十到上百

个EMRIs事件，天琴对EMRI内禀参数估计精度可达到 10-6量级，对光度距离的估计精度可达约 10%，对空间方

位的定位精度可达约10 deg2 。天琴对EMRI的观测还可以对黑洞四极矩进行限制，限制能力达到10-4量级。
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and the current research of EMRIs，and through calculating the EMRI rate and parameter estimation，we
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1 EMRI及其研究现状

近年来，通过对星系中心星体或气体的观测

及对其动力学性质的研究，可以确定星系中心普

遍存在大质量的致密而黑暗的天体，通常将其视

作大质量黑洞存在的有力观测证据［1-4］。尤其引人

注目的是，对于我们所处的银河系的长期观测表

明，在银河系中心存在一个 (3~4) × 106 M⊙ 的致密

区域。对 S02 等恒星的轨迹研究表明，其尺度极

小，进而可以排除由许多小质量致密天体构成中

心引力势的可能性［5-6］。通过NGC4258周围的气体

盘开展水脉泽观测，通过极高分辨率的VLBI观测，

同样可以排除多个致密天体产生引力势的替代假

设［7］。 事 件 视 界 望 远 镜 （Event Horizon Tele⁃
scope， EHT）更是通过VLBI的观测，对黑洞视界

附近的现象实现了直接成像［8］，对EHT在 2017年
4月份的四个夜晚的联合观测的数据分析显示，在

M87星系中心，EHT观测到了一个非对称的直径为

(42 ± 3) μas致密射电源。这一现象与质量为 (6.5 ±
0.7) × 109M⊙ 的Kerr黑洞所产生的阴影一致。其周

围非对称的亮环可以由等离子体辐射的相对论性

射束（relativistic beaming）效应解释［9-13］。

在星系中心的核区，除了中心的大质量黑洞

之外，还有大量的小质量天体，聚集在大约几秒

差距的尺度内。一般预期，核区的质量密度

∼ 106 pc-3， 并 以 100 ~1000 km/s 的 高 速 运 动

着［14-15］。实际上，大质量黑洞与其宿主星系之间

的相互作用，很大程度上是藉由中心核区实现的。

如果恒星靠近大质量黑洞太过接近，大质量黑洞

的引潮力可能会将恒星变形、撕裂，从而形成潮

汐瓦解事件（TDE）［16-18］。假设一颗类太阳的恒星

发生 TDE，考虑其多方指数为 3，则其潮汐瓦解半

径为：

rt ≈ 1.4 × 1011 ( )M•
M⊙

1 3
cm. （1）

如果接近大质量黑洞的天体密度增加，那么其瓦

解半径将会减小。更进一步地，小天体的碰撞参

数也足够大，能避免小天体直接掉落进大质量黑

洞的视界中，那么这就构成了一种极为有趣的研

究对象：这种一大一小、质量比极其悬殊的双星

系统，将成为一种极佳的引力波源，我们通常称

之为极端质量比旋近（EMRI）。

EMRI在天体物理、宇宙学和基础物理等方面

都有着极高的研究价值［19］。

从天体物理角度来说，小天体围绕大质量黑

洞旋转靠近并辐射引力波，绕转圈数可达 105量
级。 这使得EMRI内禀参数任何微小的偏离都会经

过累积在波形相位上有很明显的体现。因此，通

过探测EMRI，可以实现对大质量黑洞质量、小天

体质量、大质量黑洞自旋、轨道离心率等的精确

测量［19］。EMRI还可用以发现大质量黑洞周围的物

质存在。当大质量黑洞周围有物质存在时，这些

物质会对小天体产生力矩的作用，改变小天体的

运行轨迹，进而影响EMRI波形 ［20］。

从宇宙学角度来说，EMRI可以作为标准汽笛

对宇宙学参数进行限制［21］。通过现有的不同观测

方法得到的哈勃常数出现了不相符的现象［22］，说

明哈勃常数的测量中还有未被发现的系统误差。

EMRI提供了另一种方式来限制宇宙学参数。一般

情况下，可以利用巡天星系目录获得EMRI潜在宿

主星系的统计红移信息，结合探测器测量到的EM⁃
RI引力波源的光度距离，对哈勃参数做出限

制［21，23］。当大质量黑洞周围存在吸积盘时，EMRI
信号将伴随有电磁辐射信号的产生，结合测量电

磁信号获得的红移信息以及测量EMRI信号获得的

光度距离信息即可对哈勃参数做出限制［24-26］。

从基础物理角度来说，EMRI可以用来检验广

义相对论和黑洞本质［27］。由于致密天体有较长时

间处在大质量黑洞的强引力场下，EMRI引力波波

形中将包含大量的强场区域时空性质的信息。这

些信息与广义相对论及其中的黑洞预言的偏离可

能包含新物理的迹象。无毛定理认为，黑洞的时

空几何完全由两个物理量即黑洞质量M和自旋 S表
征。特别的，Kerr时空的多极矩满足 Ml + iSl =
M (ia) l，对多极矩的探测可以验证中心天体是否是

Kerr黑洞［28-31］。当前也存在多种修改引力理论，如

Brans-Dicke引力理论［32-34］、标量 Gauss-Bonnet 引
力理论［35］、 f (R)引力理论［36］等。不同引力理论

下，产生的EMRI波形不同，通过分析EMRI波形，

可以对引力理论进行检验。

研究 EMRI，探索 EMRI科学价值［37-42］，需要

理解产生EMRI事件的天文学机制［43-45］，获取EM⁃
RI的模拟源表，同时也需要一个非常精确的理论

模型计算 EMRI波形［46-50］。而实现 EMRI探测，还

需要有效的数据处理搜索算法［51-55］。

EMRI模拟源表的生成主要与大质量黑洞的质

量函数、大质量黑洞周围小天体的数密度以及捕

获率相关［56］。在 Babak等的工作中，描述大质量
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黑洞质量函数的模型有 Barausse给出的乐观模

型［57-58］ 以及 Gair 给出的另一种较为悲观的模

型［59］。同时，不是所有的大质量黑洞都能形成

EMRI事件，只有当大质量黑洞周围围绕的小天体

密度足够高时，即形成数密度尖峰，小天体之间

才易发生两体弛豫现象使得一部分小天体被抛向

中心大质量黑洞，形成 EMRI。当星系发生并合

时，会损坏小天体形成的尖峰密度结构，其重新

生长需要时间，这又与大质量黑洞质量和星系核

球的速度弥散关系 （M-σ关系） 相关［60-63］。大质

量黑洞对小天体的捕获率与自身质量、自旋等多

种因素相关。动力学演化使质量更大的小天体更

靠近星系中心，由此产生质量分层效应［64］，小天

体径向频率和极化频率的比值等于两个互质的整

数之比时将产生共振弛豫现象［65］。这些都导致小

天体的捕获率计算不确定性很大，至今仍是一个

开放性的问题。

小天体围绕中心大质量黑洞旋近的运动轨迹

十分复杂，这使得EMRI波形计算十分困难。对于

一个典型的检验粒子来说，其围绕中心大质量黑

洞的运行轨迹为Kerr测地线，而小天体具有一定

的体积，会对Kerr的时空背景产生扰动并进一步

反作用到小天体上，这就导致小天体的运动轨迹

逐步偏离Kerr测地线。在EMRI波形计算中，将这

种考虑小天体自引力的 EMRI波形计算方法称作

self-force。Self-force方法计算 EMRI波形比较困

难，几种近似替代方法包括 Teukolsky-based方

法［48］、 analytic kludge （AK）［47］、 NK （numerical
kludge）［66］、augmented analytic kludge（AAK）［67-70］

以 及 effective one body （EOB）［49，71］ 等 。 其 中 ，

Teukolsky-based方法和NK方法将小天体的轨道近

似看作 Kerr测地线，在此基础上，分别利用 Teu⁃
kolsky方程和四极近似求解EMRI波形。Teukolsky-
based方法和 NK方法计算波形精度较高，但速度

较慢，无法满足实际需要。AK方法在后牛顿方程

中加入辐射反作用力、近心点进动和 Lense-
Thirring进动，从而获得小天体的运行轨迹。与NK
一样，AK利用四极近似求解EMRI波形。AK方法

过高的计算了小天体的轨道频率，得到的EMRI波
形与实际偏差较大，但计算速度快，且波形具有

EMRI的主要特征。AAK通过构造三维同构函数对

AK方法中小天体的轨道频率进行校正，提高了AK
波形的计算精度。同时，AAK在计算速度上，相

较于NK，也有了大幅提升。除上述方法外，近些

年应用起来的EOB计算EMRI波形的方法主要是将

双星系统动力学看作单个有效粒子在质量为双星

之和的近史瓦西时空中的运动。当前，EOB近似

计算 EMRI波形还仅适用于如赤道面等特殊轨道，

对于一般轨道的EMRI波形计算，EOB方法还有待

进一步的完善。

从探测数据中找出 EMRI信号是实现 EMRI探
测的关键。由于EMRI参数空间很大且信号时间很

长，利用匹配滤波方法提取EMRI波形对现有计算

机的计算能力来说几乎不可行，因此需要寻求匹

配滤波的替代方法，如时间-频率算法。该方法将

数据等分为较短的时间段，并对每一小段的数据

做傅里叶变换，画出时频图，获得不同时间段内

的频率变化。当存在引力波信号时，引力波频率

就会在时频图中反映出来。该方法仅能判断数据

中是否包含引力波信号，而无法提供关于源参数

的信息［46］。人们在此基础上加以改进，提出了

HACR等一系列方法，使得不仅可以判定数据中是

否包含引力波信号，也可以提取源参数的相关

信息［72-73］。

2 EMRI源表及波形模拟

根据Babak等的工作［56］，EMRI模拟源表可通

过对以下公式进行蒙特卡洛撒点生成：

R (M，z，a) = d3N
dMdzda × p0 (M，z) × κΓR0 (M )，（2）

其中M，z，a分别是大质量黑洞的质量、红移和自

旋。（2）式右边的各项为：

1） d3N/ (dMdzda )是与红移有关的质量函数。

z = 0处的大质量黑洞的质量函数与两种情形选取

相关。一种是由 Barausse等人发展的半解析模型

（SAM），SAM可以追踪宇宙历史得到大质量黑洞

质 量 和 自 旋 的 演 化 ， 其 得 到 的 质 量 函 数 为

dN/dlogM ∝ M -0.3， 质 量 范 围 为 104 M⊙ < M <
107 M⊙，这一情形对应当前观测的上限。第二种

情形是选取了一个经验函数 dN/dlogM ∝ M 0.3，质量

范围同样为 104 M⊙ < M < 107 M⊙，这一情形对应

当前观测的下限。

2） p0 (M，z )描述的是红移 z处，质量为M的大

质量黑洞周围小天体数密度呈尖峰分布的概率，

即可能形成 EMRI的概率。当两个星系发生并合

时，小天体形成的尖峰结构就会被破坏掉。在两

个星系完成并合之后，其周围的小天体在一定的

弛豫时间之后，又会重新生长成尖峰结构。SAM
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模型通过追踪星系及其内部大质量黑洞的并合，

并估算尖峰结构生长所需的时间，从而得到每个

大质量黑洞可能形成EMRI的概率。

3） R0 (M )是大质量黑洞对致密小天体的捕获

率。尽管实际中这一捕获率与红移等其他参数都

有关系，简化起见R0 (M )仍被认为仅与大质量黑洞

的质量有关。

4） κ和Γ是 R0 (M )的两个修正因子，这是为

了保证大质量黑洞不会因为大量的EMRI事件和其

它的Plunge事件导致质量过快增长。

EMRI事件率计算除与选择的两种不同的质量

函数相关之外，还与其它一些天文学因素相关，

包括：

1）在致密小天体捕获事件中，Plunge事件与

EMRI事件的比率。最近的模拟显示 Plunge事件比

EMRI事件发生的更频繁，这对一个给定的大质量

黑洞的EMRI事件率有很大的影响［56］。

2） 大质量黑洞与星系的关系在计算 p0 (M，z )
函数上是很重要的。事实上，尖峰结构的重新生

长依赖于星系核的性质，而星系核的质量可以通

过大质量黑洞与星系的关系从大质量黑洞质量中

得到。

3） 大质量黑洞的自旋分布。这对 EMRI的捕

获率和EMRI波形都有很大的影响，因此也意味着

对探测率有很大的影响。

4） 小天体的质量也会影响 EMRI的事件率以

及EMRI波形，我们的计算中，大多数的模型选取

的是10 M⊙，但部分模型选取的是30 M⊙。
我们的计算考虑了经不同选择组合后得到的

12组天文学模型下的模拟源表，得到的EMRI的事

件率从10 yr-1到2 × 104 yr-1不等。

综合几种波形计算方法的优劣，基于计算速

度的需要，我们选取了AK方法来获得 EMRI的波

形。在AK方法中，EMRI共有14个参数，分别是：

t0，μ，M，S͂，eLSO，γ͂ 0，Φ0，θS，ΦS，λ，α0，θK，ϕK，D，

其中 t0是小天体到达 Kerr黑洞最内稳定轨道的时

间，μ和M分别是小天体的质量和中心黑洞的质

量， S͂是中心黑洞自旋，eLSO是小天体在最内稳定

轨道处的轨道离心率，γ͂是轨道近心点的进动角，

Φ0是轨道面的真值角。(θS，ϕS )是 EMRI源的方位

角，(θK，ϕK )是黑洞自旋的方位角，α0是小天体的

Lense-Thirring进动角，λ是小天体轨道角动量与

中心黑洞自旋之间的夹角，D是EMRI源的距离。

对公式（2）进行蒙特卡洛撒点可以获得 EM⁃
RI波源随M，m，a，λ，z的分布，其中 z是EMRI源的

红移， a = S/M 2是中心黑洞自旋幅值。由于天琴

的观测时间为 5年，选取EMRI源的并合时间随机

分布在（0，5 yr）当中。我们选取EMRI源均匀分

布在空间当中，大质量黑洞自旋方位角各向同性，

Φ0，γ͂，α均匀分布在 (0，2π)当中，eLSO均匀分布在

(0，0.2)当中。同时，我们选取了两种模式来进行

EMRI波形截断，分别对应 Schwarzschild最内稳定

轨道和Kerr最内稳定轨道，称为AKS和AKK波形。

3 天琴对EMRI的探测能力

3. 1 探测视界距离

通过计算探测视界距离，可以就天琴对EMRI
的探测能力进行初步评估。 探测视界距离即一个

给定EMRI源，在最佳观测条件下，可以被探测到

的最远距离，或等价的 SNR超过探测阈值 20的最

远距离。

图 1展示了探测视界距离随大质量黑洞质量的

变化关系图，紫色的曲线对应的是AKK波形下计

算得到的探测视界距离，黑色的曲线对应的是

AKS波形下计算得到的探测视界距离。可以看到，

AKK波形下，天琴可以探测到更大范围的EMRI事
件，最大的探测视界距离约 18Gpc，对应的大质量

黑洞质量约 4 × 105 M⊙，相比而言，AKS波形下，

天琴探测范围相对较小，可探测到的最大探测视

界 距 离 约 10 Gpc， 大 质 量 黑 洞 的 质 量 约

2 × 105 M⊙。出现这些特点的原因是因为在AKK截

断下，同向旋转的小天体的并合位置更靠近大质

量黑洞，可以累积更高的信噪比。因此，在同样

的探测阈值下，AKK波形可以探测到更远的EMRI
事件；同时，对于同样的EMRI系统，AKK波形会

产生更高的频率，这对于较高质量的EMRI系统来

说尤为重要，EMRI波形频率与大质量黑洞质量成

反比，较高质量的EMRI系统在 Schwarzschild最内

稳定轨道到Kerr最内稳定轨道之间辐射的引力波

频率更易落入天琴的探测灵敏区间，当采用 AKS
波形截断时，这部分高质量EMRI系统的 SNR被压

缩了。

3. 2 探测率

表 1是不同天文学模型下天琴对EMRI的探测

率，其中括号内的数据对应的是在AKS波形截断

下的探测率，括号外的数据对应的是在AKK波形

截断下的探测率。表格的最右栏中展示的是每个
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模型整体的探测率，中间三栏展示的是位于不同

质量范围 （M10 < 5，5 < M10 < 6，6 < M10） 的探测

率，其中 M10 ≡ log (M/M⊙)。从表格中可以看到，

对于大多数的模型，无论是AKS还是AKK，天琴

每年都可观测到几十甚至上百个 EMRI事件。而

M5，M8，M11的探测数明显很少，原因主要是模

型自身的事件率很低。同时，AKK比AKS可以探

测到明显更多的事件。这是因为同向旋转的EMRI
事件要超出反向旋转的EMRI事件 40%，而同向旋

转意味着小天体的并合位置与大质量黑洞的距离

更近，因此可以累积更多的信噪比。

从表 1和图 1中，我们也可以发现天琴容易探

测到的 EMRI源的大质量黑洞质量的分布区间为

105 ∼ 106M⊙。这一特征在天琴对大质量双黑洞并

合的探测中也同样适用。出现这一特征的原因主

要与天琴的探测灵敏频带和大质量黑洞质量与引

力波信号的峰值频率关系有关。

3. 3 源参数的估计能力

EMRI科学目标的实现依赖于对 EMRI源参数

的精确测量。从图 2和图 3中，我们可以看到，不

同天文学模型下得到的参数估计结果并没有太大

的不同，这在LISA的参数估计结果中［56］也有所呈

现。我们还可以看到，AKK和AKS波形下得到的

参数估计结果也较为相似。对于同向旋转的EMRI
源来说，AKK会比AKS累积更高的信噪比。因此，

在AKK波形下会得到更好的参数估计结果。对于

反向旋转的EMRI源来说，AKS会比AKK累积更高

信噪比，因此在AKS波形下会有更好的参数结果。

在天琴可探测到的EMRI事件中，绝大多数是同向

旋转，理论预期AKK应该比AKS得到更好的参数

估计结果。但由于很大一部分源仅能在AKK波形

下观测到，而 AKS波形下观测不到，这就导致

AKK原本应该有的更好的结果被这部分信噪比较

低的事件模糊掉了。从这点出发，图 2和图 3揭示

了SNR与参数估计之间的一种紧密的联系。

同时，图 2和图 3也显示了内禀参数和外禀参

数估计结果的一个很大的不同。内禀参数指的是

与源自身性质相关的量，如红移质量Mz，大质量

黑洞自旋 a，红移质量mz，小天体轨道离心率 e0。
内禀参数与引力波波形相位相关，EMRI信噪比的

主要贡献来自于并合前的最后一年，对应观测时

间∼ 107 s，假定EMRI的典型频率为 10-2 Hz，则小

天体在最后一年围绕大质量黑洞绕转圈数 ∼ 105，
小天体围绕大质量黑洞循环如此多的周期使得内

禀参数即使一个很小的偏离都能在波形相位上有

图1 天琴对EMRI的探测视界距离随

大质量黑洞质量的变化

Fig. 1 TianQin's horizon distance for EMRI systems
as a function of the MBH mass

表 1 不同天文学模型下天琴对EMRI的预期探测率

Table 1 The expected detection rate of EMRIs with TianQin for different astrophysical models
模型

M1
M2
M3
M4
M5
M6
M7
M8
M9
M10
M11
M12

事件率 /（yr-1）
1 600
1 400
2 770
520
140
2 080
15 800
180
1 530
1 520
13

20 000

不同质量范围天琴对EMRI的探测率/(yr-1 )
M10 < 5
1（1）
0（0）
0（0）
1（0）
0（0）
1（1）
18（18）
0（0）
2（1）
0（0）
0（0）
13（11）

5 < M10 < 6
25（11）
18（12）
83（28）
42（28）
4（2）
40（22）
187（121）
5（0）
16（14）
18（14）
0（0）

273（113）

6 < M10
8（1）
2（0）
27（2）
7（3）
4（0）
23（0）
55（4）
1（0）
2（1）
0（0）
0（0）
150（2）

总探测率

34（13）
20（12）
110（30）
49（31）
8（2）
64（23）
260（143）
6（0）
20（16）
18（14）
0（0）

436（126）
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很明显的体现，这在原理上是可以被探测到的。

外禀参数是与外在条件如探测器位置相关的量，

如光度距离 DL，源的空间方位 (θS，ϕS )。外禀参数

主要影响引力波振幅，因此其参数估计精度相对

较差。天琴是一个以地球为中心围绕太阳旋转的

空间引力波探测器，这意味着相比地面探测器而

言，天琴探测器可以提高对EMRI源的空间定位精

度，在测量宇宙学参数方面具有极高的价值。

3. 4 对四极矩的限制能力

黑洞无毛定理提出Kerr黑洞质量四极矩Qk为

Qk = M2 = - S
2

M
． （3）

通过从EMRI引力波中提取黑洞四极矩Q，质

量 M，自旋 S信息，并计算它们是否满足公式

（3），即可对无毛定理进行检验。

图 4展示了在 AKS和 AKK波形下，天琴利用

EMRI对四极矩的限制能力。从图中可以看出，天

琴对 EMRI 四极矩的参数估计精度可达到 10-4
量级。

4 总 结

EMRI在科学上具有极高的价值。当前，EMRI
的研究工作有很多，主要可分为EMRI形成机制的

探索、事件率计算、波形计算以及数据处理等。

我们计算了天琴对EMRI的探测能力，发现除极悲

观模型外，天琴在运行期间观测到的EMRI事件数

图 2 AKS波形下，天琴对各天文学模型下的EMRI参数估计能力分布图

Fig. 2 The parameter estimation precision distribution for various astrophysical models，assuming AKS waveforms
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图3 AKK波形下，天琴对各天文学模型下的EMRI参数估计能力分布图

Fig. 3 The parameter estimation precision distribution for various astrophysical models, assuming AKK waveforms

图4 在AKS和AKK波形下，天琴对四极矩的参数估计精度分布图，其中ΔQ = (Q - Qk )/M 3

Fig. 4 The constraint on the deviation of the quadrupole moment Q, for AKS and AKK waveforms
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从几十到上千个不等，天琴对EMRI内禀参数的估

计精度约 10-6量级，对光度距离的典型参数估计精

度约为 10%量级，对空间定位的典型估计精度约

为 10 deg2 量级，此外，天琴利用 EMRI对黑洞四

极矩的限制能力约为10-4量级。
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